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I. Convergence d’une suite de fonctions :

1) Convergence simple

Définition Soit (s, )
suite de fonction (sn) converge simplement vers une fonction s si pour chaque x fixé, la

> une suite de fonctions définies sur un domaine D. On dit que la

nel

suite numérique (sn(x)) converge vers s(x), ce qui se traduit par :
VxeD, Ve>0, IN e INtelque Vn = N, s, (x) - s(x)| < &

Exemple Soit (sn )neIN la suite de fonctions définie par : s (x) =x" xeR . Déterminer le

domaine D de convergence de la suite (s, ), ainsi que la fonction limite s.

2) Convergence uniforme

Définition Soit (sn )neIN , une suite de fonctions définies sur un domaine D. On dit que la
suite de fonction (sn) converge uniformément sur D vers s sion a :
Ve>0, AN e IN telque Vn > N, Vx e D, sn(x)—s(x)| <Eg
Ce qui équivaut a :
Ve> 0, AN € IN tel que Vn > N, sup

xeD
Proposition La suite (sn )nelN converge uniformément vers s sur D si et seulement si

s, (X)— s(x)lj =0

5,(x)—s(x)| <

lim (sup

xeD

Exemples

v" Soit (sn )neIN la suite de fonctions définie par: s, (x) =x" xeR . Soit D=[-a,a] ou

0<a<l. Montrer que (sn) converge uniformément vers s=0 sur D.
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v’ Soit (s, ). - la suite de fonctions définie par :

) 1
nx s1 0<x<—
n

s, (x) = n(g - Xj s 1 <x< 2 pourn>2 et X € [0;1]. Etudier la convergence
n n n

0 si —<x<1

2
n
uniforme de cette suite sur [0 ;1]

. . . o n .
v" Soit (sn )neIN la suite de fonctions définie par : s (x) = lx—z, xeR . Etudier la
+ nx

convergence uniforme de cette suite sur R .
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3) Convergence compacte

Définition On dit que la suite (sn )neIN converge compactement sur D vers s, si la suite
(sn )converge uniformément vers s sur tout intervalle fermé de D.

Implications entre les types de convergence

|C.U= C.C > C.§

II. Limite d’une suite de fonctions continues :

1) Exemple

La suite de fonctions (sn) continues sur [0 ;1] définie par : s (x) =x" converge
) ) 0sixe [0;1[ ) )
simplement vers la fonction : s(x) = Ls | qui n’est pas continue sur [0 ;1]
si X =

nelN

2) Théoréme

Soit (sn )neIN , une suite de fonctions continues sur un ouvert D. Si la suite (sn) converge
compactement sur D vers s, alors s est continue sur D.

Remarques importantes

v’ Silasuite (s, ) converge uniformément sur D vers s, alors s est continue sur D.
v" Contraposée : Si la suite (sn ) converge simplement sur D vers s, et si s n’est pas
continue sur D, alors la suite (s, ) ne converge pas uniformément sur D.

Exemple Soit (sn )nem* la suite de fonctions définie par : s (x) = (x2 +n7? )1/2 pour xeR .
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II1. Limite d’une suite de fonctions dérivables :

1) Exemple
sin nx

Soit (s, ). - la suite de fonctions définie par : s, (x) = est dérivable sur R .

Etudier la convergence uniforme de cette suite, que dire de la suite des dérivées ?
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2) Théoréeme

Soit (sn )nelN , une suite de fonctions dérivables sur un ouvert D, qui converge simplement
vers une fonction s. Si la suite des dérivées (s’n) converge compactement sur D, alors s
est dérivable sur D, eton a : s'=lims’,

n—o

. s (x)-s. (x s (X)=s (x
C'est-a-dire : lim llmM = lim lim $a(0) =5, (%)
X—)Xo n—o X — X[) n—oo x—)xO X — X[)

Remarques importantes

v' Silasuite (s',) converge uniformément sur D, alors s est dérivable sur D.
v" Contraposée : Si la suite (sn ) converge simplement sur D vers s, et si s n’est pas
dérivable sur D, alors la suite (s', ) ne converge pas uniformément sur D.

IV. Limite d’une suite de fonctions intégrables :

1) Théoréme

Soit (sn )nelN , une suite de fonctions intégrables sur [a,b], qui converge uniformément sur
[a,b] vers une fonction s ; alors s est intégrable sur [a,b] eton a :

b b
J’ lims, (x)dx = lim j s, (x)dx

Remarque importante Si la suite (s, ) est une suite de fonctions continues sur [a,b] qui

converge uniformément sur [a,b] vers s, alors s est intégrable sur [a,b].

2) Exemple Soit (s, )nem* la suite de fonctions définie par :

n’x siOSxSl
n
s, (x) = nz(g—xj siiéxé% pour xe[O;l].
0 st —<x<1
n
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