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Chapitre 1 : Séries de Fourier

Prérequis 1 Parité et intégration.

1) Intégrale d'une fonction paire sur un intervalle centré en 0

Y A C
M f(-x) = f(x) M
] A
X (@) i X Vx

Une fonction f, définie sur D, un sous-ensemble de
R centré en 0, est dite paire lorsque :

vx € D f(—x) = f(x).
Sa représentation graphique est alors symétrique
par rapport a I'axe des ordonnées.

Soit f, une fonction paire et intégrable sur [-a,a].

Onaalors : [f(x)dx=2[f(x)dx.
-a 0

2) Intégrale d'une fonction paire sur un intervalle centré en 0

<V

f(-x) = -f(x)

Une fonction f, définie sur D, un sous-ensemble de
R centré en 0, est dite impaire lorsque :

vx €D f(—x) = —f(x).
Sa représentation graphique est alors symétrique
par rapport a I'origine du repére.

Soit f, une fonction impaire et intégrable sur

[-a,a]. On a alors : j f(x)dx=0.

Prérequis 2 : Périodicité et intégration

Une fonction f, définie sur D, un sous-ensemble de R, est dite périodique lorsqu'il
existe un nombre réel positif, T, le plus petit possible tel que :
vx € D f(x+ T) = f(x). On dit aussi que f est T-périodique.

Soit fo, la fonction définie par : fo(x) = { :

fo est appelée le motif de la fonction f.
La représentation graphique de f est obtenue en appliquant sur la courbe
représentant fo, les translations de vecteur KT.T ou k est un entier relatif.

f(x) sixe[xg, X9 + T[
0 sinon
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N AN

Soit f, une fonction Soit f, une fonction T-périodique, intégrable sur tout intervalle de

longueur T : [a,a+T]. On a alors :
a+T T

j f(t)dt = j f(t)dt
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Introduction

Soit S un systéme électrique (RC, RLC...) schématisé ci-dessous par :

e(t) s(t)
S >

Dans un tel circuit, un signal d’entrée e(t) (tension) engendre un signal de sortie s(t), appelé
aussi réponse du circuit au signal e(t). Lorsque le signal d’entrée est une fonction constante ou
encore une fonction sinusoidale, il est assez facile d’obtenir mathématiquement le signal de
sortie. Que faire alors lorsque le signal d’entrée n’est pas sinusoidal, mais, quand méme
périodique ?

C’est le baron Joseph Fourier (1768 — 1837), qui a eu I’idée de tenter d’écrire un signal
périodique comme somme d’une constante et de fonctions sinusoidales.

Dans ce chapitre nous allons déterminer a quelles conditions on peut écrire un signal

e N . L. 2n
T-périodique sous la forme : e(t) = Z(ap .cos(pot) + b, .sin(pot)) ou T=—.
p=0 ©
Lorsque c’est le cas, on dit que le signal e est décomposable en série de Fourier.

I. Séries trigpnométriques

1) Définitions

On appelle série trigonomeétrique, toute somme infinie de sinusoides de la forme :

+00
Z(ap .cos(pat) + b, .sin(pat)) ou (ap)p et (bp)p sont deux suites réelles, etm un reéel non
p=0

nul.

On appelle S, (t) = Z(ap.cos(pmt) +b,.sin(pot)) sa somme partielle de rang n.
p=0

Lorsque la suite (S,(t)), converge pour une valeur de t donnée, on note sa limite S(t).
S est alors appelée la somme de la série, et est alors une fonction T-périodique,

21
avec T=—.

®
En résumé, pour un réel t donné :

S(t) = i(ap.cos(pmt) +b,.sin(pot)) = lim S (t) = lim Z(ap.cos(pcnt) +b,.sin(pot))
=0 N—>+o n—+c pary

v' Remarque
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Chapitre 1 : Séries de Fourier

3) Calcul des coefficients de la série de Fourier : ag, ap, by en fonction de S

Soit S(t) =a, + Z(ap.cos(poot) +Db,.sin(pot)) Vt. (La série est convergente pour tout réel t)
p=1

S est alors T-périodique et T = 2n . On suppose que S est intégrable sur I’intervalle de
®

longueur T : {—II}
2 2

v" Calcul de ag :

Tj ZS(t)dt ettt

-T/2
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v Calculde ax: k>1

T/2

[S(0).COS(Kt)A= ..o

-T/2
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v' Calculdebk: k>1

T/2

[S).SIN(KOE= ..o

-T/2
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v" Conclusion

Soit S(t) =2, + ) (a,.cos(pwt) + b, sin(pet)) Vt.
1

p=

. T.T S
Si S est intégrable sur ’intervalle de longueur T : [— E’E} ,alors: a, = % I S(t)dt ;

2 T/2 2 T/2 o
=—. | S(t). t)dt ; b, =—. | S(t).si t)dt.
a, T_TI,Z”COS('O“) : T_lez()sm(pco)

1. Développement d’une fonction périodique en série de Fourier

1) Définition

Soit x une fonction de période T, intégrable sur tout intervalle [to,to+T].
On appelle série de Fourier de x la série trigonométrique :

+00
a, + Z(a,D .cos(pat) + b, .sin(pat)), ou les suites reelles (ap)p et (bp)p sont définies de la
p=1
facon suivante :

1 to+T 2 to+T 2 to+T
8= J Xt ; a,== ! X(t)-cos(paat)dt ; b, = {[x(t).sm(pcot).dt pourp>1,
21
avecw = —.
T
. . . e 1pourte[0]
v' Exemple Soit x, la fonction 2-périodique, définie par : x(t) =
P a P ® {O pour t € [L2]
X(t)
O t
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2) Cas particulier : parité de Xx.

v Sixest paire alors les fonctions qui a t associent x(t).cos(p wt) et x(t).sin(p wt) sont
respectivement paires et impaires. On calcule alors les coefficients de Fourier en

intégrant sur {—%g} , et on obtient :

v Si x est impaire alors les fonctions qui a t associent x(t).cos(p wt) et x(t).sin(p mt) sont
respectivement impaires et paires. On calcule alors les coefficients de Fourier en

intégrant sur {—%%} , et on obtient :

+00
La série de Fourier d’un signal paire est donc en cosinus : a, + Zap .cos(pmt)
p=1

+00
La série de Fourier d’un signal impaire est donc en sinus : pr .sin(pot)
p=1

1pourt €[0;
v' Exemple Soit x, la fonction de période 27, définie par : x(t) = P cl0:d
—1pourt e[m;2n]
X(t)
A
A
N|
i >
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3) Spectre du signal x

v' Définition

C’est le diagramme en batons représentant en ordonnée ,/a’ +b? et en abscisse n.

v" Exemple du paragraphe 11.2)

4) Théoreme de Dirichlet et définition d’une fonction développable en série de Fourier

Soit x un signal de période T, intégrable sur tout intervalle [a, o +T].

- Si x est continue sur [a, o +T[, sauf éventuellement en un nombre fini de points ou
elle admet une limite finie a gauche et a droite.

- x est dérivable sur [a, o +T[, sauf éventuellement en un nombre fini de points ou sa
dérivée admet une limite finie a gauche et a droite.

Alors la série de Fourier de x converge en tout point t et sa fonction somme est alors :

- X(t) pour tou x est continue
a, + Zl:(ap .cos(pot) +b,.sin(pet)) =< x(t, ) + x(t_)
p=

5 pour t ou x est discontinue

On dit alors que x est developpable en série de Fourier.

v Vocabulaire Toute fonction vérifiant les hypotheses du théoreme de Dirichlet sont
dites de classe C! par morceaux sur I’ensemble des réels.
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v' Exemple Appliquer le théoréme de Dirichlet a I’exemple du paragraphe 11.2)
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+o0 _1 k
Exercice Déduire de I’exemple précédent la valeur de la série numérique : Z gk )1
k0 K+
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Illustration de I’exemple 11.2)

P TN ] Vi
- . o ’! oy I
ANAAA A ANAYA_ O
i X & \72 N IR R Y7 s s Al 11 i) 0 7 n 7
\ / A /
T P alite Y 1 P aliie, }
Au-dessus : Harmoniques de rang 0 (valeur moyenne), de rang 1 2
(fondamental) jusqu’au rang 3.
A droite : somme des harmoniques de rang de 0 a 3 et signal x.
i 1 F Aﬁ
F e o B LN | i el B
8 16 4 2 0 2 n 6
Aaanasesety fr o
A droite : somme des harmoniques de rang 0 a 21 et signal x.

Au-dessus : Harmoniques de rang 0 jusqu’au rang 21.
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Illustration de I’exemple 11.1)

Au-dessus : Harmoniques de rang 0 (valeur moyenne), de rang 1 (fondamental)

jusqu’au rang 3.
A droite : somme des harmoniques de rang de 0 & 3 et signal x.

Ay

\ 0!

!.‘_" l_,.u'.l.,_L""‘ .,..u.,.!‘_’ 7
14

Au-dessus : Harmoniques de rang 0 jusqu’au rang 21.
A droite : somme des harmoniques de rang 0 a 21 et signal x.
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I11. Identité de Parseval

1) Formule de Bessel-Parseval

Soit x une fonction T-périodique (T = —n) développable en série de Fourier :
(O)

X(t) =" (a,.cos(pot) + b, .sin(pet))

p>0
T 2 2
_ 1% =a, +b
On a alors la formule suivante : = Ixz(t)dt =a,” + Z%
ty p=l

2) Interprétation physique

La formule de Parseval donne une relation entre les coefficients de Fourier d’une fonction X et

le carré de sa valeur efficace.
to+T

(Xeff)? = T JXZ (t)dt est Iénergie du signal x, et E(U,) =

to
I’harmonique de rang n : U, (t) =a,.cos(nwt) + b, .sin(nwt) .
La formule de Bessel-Parseval peut aussi s’interpréter en termes d’énergie :

E0) = Xy + D E(U,)

2 2
a,”+b .
b L [’énergie de

Exemple
Appliquer le théoréme de Parseval & I’exemple 11.2), puis en déduire la valeur de la série :

<« 1
2.

= (2k +1)
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1V. Ecriture complexe d’une série de Fourier

1) Coefficient de Fourier complexe

Le terme général d’une série de Fourier est : U (t) =a,.cos(pot) +b,.sin(pwt).

En utilisant les formules d’Euler, on montre que Up peut s’écrire sous la forme :
U,(t) =ceP +ce ™", eneffet:

1 to+T 1 to+T
. _ - —ipowt — .
Onaalors: ¢, = = ;[x(t).e dt et c, = ;[x(t).dt car :

De plus, ¢, =c_, ,car:

IUT de Toulon — Département GEIl — Deuxiéme année
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2) Définition

+00 .
On appelle série de Fourier complexe d’un signal x, T-périodique la série : che"“”t

k=—o
1 to+T to+T 2
ou: c, == Ix(t).e“k“tdt pour k=0et c, = = Ix(t).dt avecm = 7“
t %

a

: -i.b
On a alors les correspondances suivantes : ¢, =a, €t c, = Tk pourk 0.

to+T ©
Théoréme de Parseval : % sz(t)dt= Z|cn|2
t N=—

IUT de Toulon — Département GEIl — Deuxiéme année
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v' Exemple Soit x, la fonction 2 t-périodique définie par : x(t) =2i sur [0,27[.
T

Représentons x sur [-37,3 1] :

X(t)

v

O

Déterminer ses coefficients de Fourier complexes, sa série de Fourier ; appliquer le
théoreme de Dirichlet. Quelle est alors la série de Fourier réelle de x ?

IUT de Toulon — Département GEIl — Deuxiéme année
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Illustration de I’exemple 1V.2)

o
LN

S
\ & 4
\ y

8 Is ,f'!‘ 4 1\ Y 7 6 -3 ] —4 -2 [} 2 4 6 8
\@ \)\/\\//W / \WW Au-dessus a gauche : Harmoniques de rang 0 a 4.

a droite : somme des harmoniques de rang de 0 a 4 et signal Xx.

[
[* 3]

A

4 /’?

/”- 05 _‘/ E

-8 o 4 12 [ i 4 6 8
it / - = 0:5
\ f —us
| / ool b / Au-dessus a gauche : Harmoniques de rang 1 a 21.
\ b / a droite : somme des harmoniques de rang 0 a 21 et signal x.

IUT de Toulon — Département GEIl — Deuxiéme année 32



Chapitre 1 : Séries de Fourier

V. Analyse harmonique d’un signal

1) harmonique d’ordre n ou de rang n

On appelle harmonique d’ordre n d’un signal décomposable en série de Fourier, le
terme : a,.cos(nwt) + b, .sin(Nwt) . L’harmonique d’ordre 1 est appelé le fondamental
(ao est la valeur moyenne du signal)

2) Autre écriture d’une série de Fourier

Le terme général a,.cos(nwt)+ b, .sin(Nwt) peut aussi s’écrire A, cos(not+ @, ) ou :

A, =, —ib, |=+a,’+b,* =2c,| et ¢, =arg(a, —ib,)=arg(c,). (n* 0)
An est Pamplitude de ’harmonique de rang n
¢, est la phase I’harmonique de rang n.

Une autre écriture du développement en série de Fourier d’un signal périodique f est

donc : Ao+ Y A, cos(not +¢, ), avec Ao=a.
n=1
L’ensemble des amplitudes An forme le spectre d’amplitude unilatéral du signal
X. Il est représenté par un diagramme en batons obtenu en représentant les amplitudes
An en fonction de n/T. An devient négligeable a partir d’un certain rang.
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Chapitre 1 : Séries de Fourier

V1. Exercices sur le chapitre 1

Exercice 1 :
Soit x, la fonction de période 27, définie par : x(t) = |t|, pour t € [-m, 7.

1) Dessiner le graphe de x,

2) Calculer les coefficients de Fourier de X,

4 Z cos(2p + )t

T p>0 (2p +1)2

4) En utilisant le théoréme de Dirichlet, montrer que la série de Fourier de x est
convergente pour toute valeur de t, quelle est alors sa somme ?

- . L T
3) Montrer que la série de Fourier de x peut s’écrire : — —

< 1
5) En déduire la valeur de la série: ) ———.
p=0 (2p + 1) ?
6) En appliquant le théoréme de Parseval, en déduire la valeur de la série : Zﬁ
p=0 (&P +

Exercice 2 :

Soit x, la fonction de période T, impaire, et valant 1 si 0<t<T/2.
1) Représenter X.
2) Ecrire la série de Fourier de x.
3) Appliquer le théoreme de Dirichlet afin de déterminer la nature de cette serie.

+0 (1)K +00
4) En déduire la valeur des séries : z( D o 2;2
2k+1 = (2k+1)

Exercice 3

1) Déterminer la série de Fourier associée a la fonction 2 -périodique définie sur
[0, 2rx[par: f(x) = e*™ a + j.n oun estun entier naturel.

~+00

2) Endéduire la valeur de la série: » ———
o’ +n

Exercice 4

Soit f une fonction 2w-périodique définie sur [0, 27| par f(z) =sinz sixz € [0,7] et f(z) =0si z € |7, 27

1°. Tracer rapidement la courbe représentative de f

2°. Déterminer les coefficients de Fourier de f

. En déduire I'expression de la série de Fourier.

. La fonction f vérifie-t-clle les hypothéses du théoréme de Dirichlet 7
+oo 1

. Appliquer ce théoréme pour calculer Z yreR

e

o1

n=1
“+o0
) ( l)n
6 . ll . e
delrl pour E ) ',rl.z 1

n=1

7°. Appliquer le théoréme de Parseval a f
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Exercice extrait d’un concours d’entrée en école d’ingénieurs

3-Soit f : R - R, 2-périodique, telle que f(f) =ch(t) pour -1<t<1.

a - Tracer le graphe de f sur [-3,3] . Préciser 'ensemble des f de R ou f(f)
existe, et celui des tde R ou f*(f) existe..

b - Calculer les coefficients de Fourier de f .

Cc - Ecrire le développement en série de Fourier S(f) de f , et préciser
'ensemble des t de R tels que f(f) = S(f)(t) .

d - Déduire de ce qui précéde le développement en série de Fourier S(g)(t) de
la fonction g : R — R, 2-périodique, telle que g(t) = sh(f) pour -1 <t<1.
Préciser 'ensemble des t tels que g(f) = S(g)(t) , et tracer le graphe de g(t) sur
[-3,3] .

e - Calculer les sommes des séries numériques suivantes :

(-1 - Y (2v+Dr -
;HTN 21+n2v2 2 1+Qv+1)? e 2(1+1t2v2)

Banque d’épreuve DUT-BTS — Concours 2000.

X et f(0)=0.

” —
Soit f1a fonction 2x-périodique définie sur ]0,2x[ par f(x)=

On note S(x)=a, + Za, cos(kx) + b, sin(kx) la série de Fourier de f, et
k=1

S, (x)=a, + 2:(1,k cos(kx) + b, sin(kx) la somme partielle de Fourier d'ordre n.
k=1
On s'intéresse ensuite A la résolution sur [0,2x] de 1'équation différentielle :
(Egq) y'(x)+ y(x)= f(x) avec y(0)=y(27)
On notera A, et B, les cocflicients de Fourier de la solution y(x).
Question 12

(Seulement pour les candidats des options génie électrique et génle civil)

(A) Onapourtout k20, a, =0
1

2k+1

(B) Onapourtout k21, b, =

e §
’,2,12“1

(C) Ona

IR
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& oeh

(D) Ona pourtout n21 ettoutx telque 0< x< 27 , zcos(kx) = py
k=1 2sin[—]

(E) Les maxima de §,(x) sont tels que sin[(n + %)x] = sin[%]

Question 13

(Seulement pour les candidats des options génie électrique et génie civil)
(A) On a obligatoirement A, =0
(B) Pour k>0, I'intégration par parties donne A, +k B, =0et kA, + B, =

x|

n—-x

(C) Lasolution de (Eg) s'écrit y=Ae™ +
1

D) Ona B = —0
P) O, 8= s

- 1 -7 n
E) On &
5 ,Z_,k’+l 2 1™
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